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Geometria duzej skali to sposob patrzenia na wlasnosci geometryczne, ktore sa globalne. Na
przyklad, prosta rzeczywista i plaszczyzna réznia sie nie tylko struktura lokalng (wymiar
topologiczny), ale takze sa istotnie réznymi przestrzeniami z globalnego punktu widzenia.
Z drugiej strony prosta rzeczywista i jej podzbior dyskretny Z, ztozony z liczb catkowitych z
metryka odziedziczona ze zbioru licz rzeczywistych, maja pewne wspélne cechy geometrycz-

ne. Zadaniem geometrii duzej skali jest sformalizowanie tego typu ideologii.

Zacznijmy od przestrzeni Z, wspomnianej powyzej. Zalozmy, ze zaczynamy sie oddalac
od niej i patrzymy na nig z coraz odleglejszych punktéw obserwacyjnych. Z powodu perspek-
tywy, punkty przestrzeni Z z daleka wygladaja jakby sie do siebie zblizaly - tym sa blizsze,
im dalej sie odsuniemy. Gdy odsuniemy sie w nieskonczonos¢, obserwowane punkty Z zleja
sie w prosta rzeczywista.



Wykonujac podobny procedure w przypadku przestrzeni metrycznej ograniczonej, pa-
trzac z punktu obserwacyjnego w nieskonczonosci bedziemy widzie¢ jedynie punkt.

Geometria duzej skali zajmuje sie badaniem obiektéw geometrycznych obserwowanych
z nieskonczonosci. Przestrzenie metryczne sa rownowazne w tej geometrii, gdy obserwowa-
ne z nieskonczonosci sa (metrycznie) réwnowazne. Tak wiec w geometrii duzej skali, Z jest
tym samym co prosta R, a kazda przestrzen metryczna zwarta jest rownowazna z punk-
tem. Celem wykladu bedzie sformalizowanie tych intuicji i om6wienie pewnych aspektow i
niezmiennikow geometrii duzej skali przestrzeni metrycznych

2 Quasi-izometrie i zgrubne rownowaznosci

Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna.

(1) X jest dyskretna jesli istnieje stala C > 0 taka, ze d(x,x') = C dla wszystkich x,x' € X,
x#x';

(2) X jest lokalnie skonczona jesli dla kazdego x € X, kula B(x,R) jest skonczonym zbio-
rem;

(3) X ma ograniczona geometrie, jesli dla kazdego R = 0 istnieje Nr = 0 takie, ze dla
kazdego x € X, kula B(x,R) ma co najwyzej Ngr elementow.

Niech D = 0. Méwimy, ze N € X jest D-siecia, jesli dla kazdego x € X istnieje x' € N takie,
ze d(x,x') < D. N jest siecia w X jeéli jest D-siecig dla pewnego D = 0. (Dokladna wartosé D
zazwyczaj nie jest istotna).

Przyklad 1. ® 7 jest siecia w R;
* dowolny punkt jest siecia, w przestrzeni metrycznej ograniczonej;

* M - zamknieta rozmaitosé. Orbita dowolnego punktu w1(M) jest siecia, w nakryciu uni-
wersalnym M.

Definicja 2. Niech X,Y przestrzenie metryczne. f : X — Y jest
(1) metrycznie wtasciwie jesli przeciwobraz kazdej kuli jest ograniczony;
(2) zgrubnie Lipschitzowskie jesli istnieja, state L,C = 0 takie, ze
dy (f(x), f(x") < dx(x,x),
oraz f jest metrycznie witasciwe;
(3) zgrubne jesli istnieje niemalejaca funkcja p+ :[0,00) — [00) taka, ze
dy(f(®),f () < p+(dx(x,y)),

oraz f jest metrycznie witasciwe.



Na przyklad, przeksztalcenie przestrzeni ograniczonej w punkt spelia wszystkie wa-
runki, ale przeksztalcenie prostej w punkt nie jest metrycznie wtasciwe.
Nastepna definicja méwi ktore przeksztalcenia uznamy za réwnowazne.

Definicja 3. Dwa przeksztatcenia f,g: X — Y sa bliskie, jesli istnieje stata C = 0 taka, ze
dy(f(x),gx)) <C.
Definicja 4. Niech X i Y bedaq przestrzeniami metrycznymi. Przeksztatcenie f : X — Y jest

quasi-izometria, jesli istnieja, state L =1, C =0, takie ze

%dx(x,x') -C <dy(f(x),f(x') <Ldx(x,x)+C,

dla wszystkich x,x' € X oraz f(X) jest siecia w Y.
Gdy ostatni warunek nie jest spetniony, mowimy ze f jest quasi-izometrycznym zanurze-
niem X wY.

Obiekty quasi-izometryczne to takie ktore sa “takie same gdy patrzymy na nie z duzej
odleglosci".

Przyklad 5. (1) wlozenie Z — R jest quasi-izometria;
(2) funkcja “podtogi” |-] : R — Z jest quasi-izometria, (nie jest ciaga ani réznowartosciowa!l);
(3) wlozenie punktu w przestrzeri metryczna, ograniczona, jest quasi-izometria,
(4) przeksztatcenie przestrzeni ograniczonej w punkt jest quasi-izometria;
(5) ogdlniej: inkluzja dowolnej sieci w przestrzern metryczna, jest quasi-izometria,.
Uwaga 6. Quasi-izometria nie musi byé ciagta, jeden do jednego ani “na”!

Definicja 7. Niech X, Y beda, przestrzeniami metrycznymi. Przeksztatcenie [ : X — Y jest
zgrubna réwnowaznosciq, jesli istnieja dwie niemalejace funkcje p—, p+ :[0,00) — [0,00), spet-
niajace lim; .o, f(t) = oo, takie, ze

p-(dx(x,x)) < dy(f(x), f(x") < p+(dx(x,x")),

dla wszystkich x,x' € X, oraz f(X) jest siecia w Y.
Gdy ostatni warunek nie jest spetniony moéwimy, ze f jest zgrubnym zanurzeniem X w'Y.

Lemat 8. (1) Ziozenie quasi-izometrii (quasi-izometrycznych zanurzen) jest quasi-izometria,
(quasi-izometrycznym zanurzeniem,);

(2) ztozenie zgrubnych réwnowaznosci (zgrubynch zanurzen) jest zgrubna, réwnowaznoscia,
(zgrubnym zanurzeniem,).

Lemat 9. Przeksztaicenie f : X — Y jest quasi-izometria, (zgrubna, réwnowaznoscia) jesli jest
zgrubnie Lipschitzowskie (zgrubne) i istnieje zgrubnie Lipschitzowskie (zgrubne) przeksztat-
cenie g:Y — X takie, ze f og jest bliskie Idy oraz go f jest bliskie 1dx.



3 Grupy jako obiekty geometryczne

Niech G = (S |R) bedzie grupa skonczenie generowana: S jest skonczonym zbiorem genera-
toréw a R jest przeliczalnym zbiorem relacji.

Przyklad 10. * F,=(x1,...,%, | ®) to grupa wolna na n generatorach;

e 72={(a,blab = ba).

Wybierzmy pewien skonczony zbiér S generatoréw. Wowczas mozemy zdefiniowac na G
metryke. Niech g € G. Definiujemy dlugosc G jako

gls=inf{Y ki : y=st- s gdzies;eSUSTI].

Czyli |g|s to dlugos¢ najkrotszego stowa w S reprezentujacego g. Przy pomocy dlugosci na
grupie mozemy zdefiniowa¢ metryke:

ds(g,h) =g 1hls.

Uwaga 11. O funkcji dlugosci |- |g nalezy myslec jak o “normie" na G, a o dg jako o metryce
indukowanej przez norme.

Stwierdzenie 12. Metryka dg jest lewo-niezmiennicza.

Dowod. Mamy

ds(yg,yh) =1(y2) 'yhls =g~ 'y 'yhls = 17 hls = ds(g,h).
O
Uwaga 13. (1) Definiujac dg(g,k) = |gh~!| otrzymamy metryke prawo-niezmiennicza;
(2) Majac dana metryke ds mozemy “odzyskac" funkcje dltugosci: |g|ls = ds(g,e).

Lemat 14. Skoriczenie generowana grupa z metryka, dg jest dyskretna przestrzenia metrycz-
na o ograniczonej geometrii.

Metryki na grupie pozwalaja badac je metodami geometrii duzej skali. Metryka dg zde-
finiowana powyzej zalezy od wyboru zbioru S. Tym niemniej, z punktu widzenia geometrii
duzej skali, takie zmiany nie maja znaczenia.

Stwierdzenie 15. Niech G bedzie skoriczenie generowana, grupa, i niech S,T beda dwo-
ma skoriczonymi zbiorami generatorow grupy G. Wowczas przestrzenie metryczny (G,dg) i
(G,d7) sa quasi-izometryczne.



Dowdéd. Niech g € G bedzie dane poprzez najkroétsze stowo w S
g:HO’i, O'iESUS_l.

Zapiszmy kazdy generator s € S jako slowo o najkrétszej mozliwej dlugosci w T'. To pozwala
oszacowac dlugosc g jako stowa w T'. Podobnie robimy zamieniajac S i T'. Zatem identycznos¢
na G jest szukang quasi-izometria. O

Istotnym pojeciem jest graf Cayley’a. Majac dany ustalony skonczony zbiér generatoréow
grupy G definiujemy graf Cay(G,S) w nastepujacy sposéb:

¢ zbior wierzcholkéow V =G;
* wierzcholki g,h € G sa polaczone krawedzia, jesli g'lh €eS.

Woéwcezas metryka dlugosci stowa dg na G jest tym samym co metryka najkrotszej Sciezki
na zbiorze wierzchotkéw grafu Cay(G,S).

o

|

Rysunek 1: Graf Cayley’a grupy Z? ze zbiorem generatoréw (1,0) i (0,1)

Geometria duzej skali jest waznym kierunkiem badania rozmaitosci zwartych. Pozawala
na to nastepujacy fakt.

Twierdzenie 16 (Lemat Milnora-Schwartza). Niech M rozmaito$é zwarta z metryka geode-
zyjna. Wowczas grupa podstawowa m1(M) z metryka diugosci stowa jest quasi-izometryczna
z nakryciem podstawowym M z metryka, podniesiona, z M.

4 Wymiar asymptotyczny

Wymiar asymptotyczny jest jednym z najbardziej naturalnych niezmiennikéw w geometrii
duzej skali. Jest on asymptotyczna wersja wymiaru pokryciowego znanego z topologii.

Niech % = {U;} pokrycie przestrzeni metrycznej X (nie zakladamy zadnych topologicz-
nych wlasnosci zbiorow U;).



Rysunek 2: Graf Cayley’a grupy wolnej na dwdéch (wolnych) generatorach

(1) % jest jednostajnie ograniczone jesli sup; diamU; < oo;

(2) dla R = 0, R-krotnos¢ pokrycia %/ to najmniejsza taka liczba n € N, ze dla kazdego
x € X, kula B(x,R) przecina co najwyzej n zbiorow U;.

Definicja 17 (Gromov, 1993). Mowimy, ze przestrzeri metryczna X ma wymiar asympto-
tyczny co najwyzej n, jesli dla kazdego R = 0 istnieje jednostajnie ograniczone pokrycie %
przestrzeni X o R-krotnosci co najwyzej n + 1. Oznaczamy to przez asdimX < n.

Wymiar asymptotyczny X to min{k € N : asdimX < k}.

Przyklad 18. Wymiar asymptotyczny dowolnej przestrzeni metrycznej ograniczonej spetnia
asdim X = 0. Istotnie, wystarczy dla dowolnego R > 0 pokry¢ X jednym zbiorem: X.

Przyklad 19. asdimR = 1. Majac dane R > 0 pokryjmy R rodzina kul {B(2nR,R)}. Jest to
pokrycie jednostajnie ograniczone, ktérego R-krotnos¢ wynosi 2. Zatem dostajemy oszaco-
wanie asdim Z < 1. Fakt, ze asdimR = 1 zostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Przyklad 20. asdimR? < 2.
Wystarczy rozwazyé¢ pokrycie Z2 “ceglami” jak na ponizszym rysunku, przeskalowane
liniowo aby zbiory byly odpowiednio duze.

Wymiar asymptotyczny jest niezmiennikiem w geometrii duzej skali.

Twierdzenie 21 (Gromov). Niech X i Y beda zgrubnie réwnowaznymi przestrzeniami me-
trycznymi. Wowczas
asdimX = asdimY.



Rysunek 3: Graf Cayley’a rozwiazalnej grupy Baumslaga-Solitara BS(1,2) = (a,b | a " 1b%a =
b). Geometrycznym ciaglym modelem jest iloczyn kartezjanski 7' x R, gdzie T jest nieskon-
czonym drzewem binarnym, przy czym metryka na kopii R jest rozciagana w zaleznosci od
wspolrzednej w T (tzw. “warped product”). Innymi slowy, “pionowe” ptaszczyzny maja geo-
metrie plaszczyzny hiperbolicznej H? i sa posklejane ze soba wzdluz drzewa 7.
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Rysunek 4: asdim 72 < 2



Dowdéd. Majac dane R > 0, bierzemy jednostajnie ograniczone pokrycie % o S-krotnosci
<asdimY + 1 przestrzeni Y i zgrubna rownowazno$¢ f : X — Y definiujemy pokrycie X,

v =Ny,

U, € %. Dobierajac S do danego R otrzymujemy pokrycie 7 = {V;} spelniajace zadane wa-
runki. O

Twierdzenie 22. Niech T bedzie lokalnie skoriczonym drzewem. Wowczas asdim T = 1.

Dowod. Wybierzmy wierzchotek p € T'i dla R > 0 zdefiniujmy
A,={xeT : nR<d(p,x)<(n+1)R}.

Pokrycie T zbiorami A, ma R-krotno$¢ 2, ale nie jest jednostajnie ograniczone. Aby otrzy-
mac pokrycie jednostajnie ograniczone wprowadzamy podpodzial zbioréw A, na mniejsze
podzbiory o wspélnie ograniczonej Srednicy. Korzystajac z geometrycznych wlasnosci drze-
wa mozna to zrobi¢ nie zmieniajac R-krotnoSci. O

Wniosek 23. Dla kazdego n €N, asdim[F,, = 1.

Trojkat geodezyjny jest §-cienki jesli suma 6-otoczen jego dwoch bokéw zawiera trzeci
bok.

Definicja 24 (Gromov). Grupa jest 6-hiperboliczna jesli kazdy tréjkat geodezyjny w grafie
Cayley’a jest 6-cienki.

.

Rysunek 5: §-cienki tréjkat oraz 0-cienki trojkat w drzewie

Na ptaszczyznie Euklidesowej latwo znalezé trojkaty, ktore nie sa d-cienkie dla ustalo-
nego 0. W drzewie dowolny tréjkat geodezyjny jest “trojnogiem", czyli jest O-cienki. Zatem
drzewa sa O-hiperboliczne.



Wniosek 25. Grupa wolna F,, n =2, jest hiperboliczna.

Grupy hiperboliczne sa jednym z podstawowych obiektéw badan w geometrycznej teo-
rii grup. Klasyczny przyklad (tzw. “klasyczne grupy hiperboliczne") to grupy podstawowe
zwartych rozmaitosci hiperbolicznych.

Ogoélniej mamy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 26 (Gromov, 1993). Niech G bedzie grupa hiperboliczna. Wéwczas asdimG <
0.

Jeszcze jedna klasyczna klasa grup ma skonczony wymiar asymptotyczny.

Twierdzenie 27 (Dranishnikov-Januszkiewicz, 1999). Grupy Coxetera maja skoriczony wy-
miar asymptotyczny.

Niedawny wynik dotyczy mapping class grup powierzchni. Mapping class grupa po-
wierzchni S to grupa homeomorfizméw S, modulo relacja izotopii.

Twierdzenie 28 (Bestvina, Bromberg, Fujiwara, 2011). Mapping class grupy maja, skori-
czony wymiar asymptotyczny.

Na koniec podamy przyklady grup skonczenie generowanych o nieskonczonym wymiarze
asymptotycznym. Niech G bedzie jedna z grup:

* produkt wiankowy 717,
¢ grupa Thompsona F';
* grupa Grigorchuka.

Kazda z powyzszych grup spelnia asdimG = co. Dla Z:Z i grupy Thompsona mamy, ze Z" jest
podgrupa dla dowolnego n. Zatem asdimG = asdim Z" = n dla kazdego n. Grupa Grigorchu-
ka jest torsyjna, ale ma wlasnosc, ze G x G jest podgrupa w G. Z tego mozna wyprowadzic,
ze 7" zanurza sie zgrubnie w G dla kazdego n i reszta argumentu jest podobna.

5 Sredniowalnosc¢

Niech X przestrzen metryczna dyskretna. Dla R > 0 podzbioru A € X definiujemy R-brzeg
zbioru A jako
OpA={xeX\A : dx,A)<R}.

Dla R =1 stosujemy oznaczenie 0A.

Definicja 29. Grupa skoriczenie generowana G jest sredniowalna jesli dla kazdego € > 0
istnieje zbior skoriczony A, taki, ze
#0A

#A

<E&.



Powyzsza definicja nie jest historycznie pierwsza definicja Sredniowalnosci, a raczej geo-
metryczna charakteryzacja. Uzywamy jej wladnie ze wzgledu na geometryczny aspekt. Ory-
ginalna definicja von Neumanna, w terminach srednich niezmienniczych, jest przytoczona
pod koniec tej sekgcji.

Przyklad 30. (1) Z jest sredniowalna: dla dowolnego € > 0 wystarczy dobraé odpowiednio
duza, kule;

(2) podobnie w 7"
(3) grupa wolna Fo nie jest sredniowalna

Stwierdzenie 31. Niech H - podgrupa skoriczenie generowana w skoriczenie generowanej
grupie G. Jesli G jest sredniowalna, to H jest Sredniowalna.

Dowdd. Wybieramy skonczone zbiory generatorow Sg i Sy takie, ze S € Sg. Majac dany
zbiér A dla € > 0 spelniajacy warunki definicji dla G, bierzemy podzbiory A; = A N H;, gdzie
H,; sa warstwami podgrupy H. Mozna pokazac, ze

. #0gA EZ#OHAL'&’
#A ~ #A; #A

gdzie 0 A; oznacza brzeg w H. Poniewaz jest to kombinacja wypukla, musi istnieé indeks i

dla ktérego
#OA;

#A;

<E.
O

Stwierdzenie 32. Niech G i H skoriczenie generowane grupy, ktére sa, quasi-izometryczne.
Jesli G jest sredniowalna to H tez jest Sredniowalna.

Dowéd sprowadza sie do “przeciagniecia” zbioréw A z definicji Sredniowalnosci z G to H
poprzez dana quasi-isometrie.

Stwierdzenie 33 (Fglner, 1958). (Warunek Folnera) Niech G grupa generowana przez skori-
czony zbior S. G jest sSredniowalna wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € > 0 istnieje skori-

czony podzbior F < G, spetniajacy
#F AFs) -

¥ O
dla kazdego s € S.

Dowdéd. Dowéd wynika z prostych oszacowan i fakcie, ze

0A =|JAs\A.
seS
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Zbiory F w powyzszym stwierdzeniu nazywamy zbiorami Fglnera, lub ciagiem zbioréw
Fglnera, gdy € — 0. Istnieje rowniez wersja prawo-stronna.

Stwierdzenie 34. Niech G grupa generowana przez skoriczony zbior S. G jest Sredniowalna
wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € > 0 istnieje skoriczony podzbior F < G, spetniajacy

#(FAsF)
<,
#F

dla kazdego s€ S.

Dowdéd. Wykorzystujemy inwersje w grupie: ¢(g) = g~1. Majac dany lewo-stronny ciag zbio-
row Fglnera F,,, zbiory ¢(F,) tworza prawo-stronny ciag Fglnera. O

Stwierdzenie 35 (Hulanicki, Reiter). (Warunek Hulanickiego-Reitera) G jak wczesniej. G
Jest sredniowalna wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € > 0 istnieje funkcja f :G — R o
nastepujacych wtasnosciach:

(1) f ma skoriczony nosnik;
(2) fz00raz Y geq f(8)=1;
(3) If —s-fll1=<¢, gdzie norma |Inll1 = Lreq N

Niech X bedzie zbiorem przeliczalnym. Przestrzen ¢.,(X) definiujemy jako przestrzen
funkcji ograniczonych f : X — R, czyli spelniajacych

sup |f(x)] < co.
xeX

Jest to przestrzen liniowa, a z norma

I£1l = sup|f(x)I
xeX

jest przestrzenia Banacha.
Niech G bedzie grupa. Srednia na grupie nazywamy liniowy funkcjonat ciagty m na prze-
strzeni £,,(G), spelniajacy warunki

(1) m(f)=0jesli f =0;
(2) m(1x)=1;

Jesli dodatkowo
m(g-f)=m(f),

gdzie g f(x) = f(g~1x), wéwczas m nazywamy Srednia (lewo-) G-niezmiennicza, albo po
prostu (lewo-) niezmiennicza.

Twierdzenie 36 (von Neumann, 1929). G jest sredniowalna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
srednia niezmiennicza na G.

11



1
Szkic dowodu. Majac dany ciag Fglner F,, definiujemy f,, = #;” , otrzymujemy miary pro-
n

babilistyczne na G o skonnczonych nosnikach. Sa one w szczegdlnosci elementami 71(G). W
loo(G)* = 01(G)*™ bierzemy granice zbieznej podsieci 7,; w slabej-* topologii. Taka zbiezna
podsie¢ istnieje z twierdzenia Banacha-Alaoglu. Ta granica jest Srednia niezmiennicza.

W druga strone korzystamy twierdzenia Goldsteina wynika staba-* gestos¢ kuli jednost-
kowej £1(G) w kuli jednostkowej £1(G)** i ze Sredniej otrzymujemy sie¢ elementéw f,, sfery
jednostkowej w ¢1(G), taki ze f, —sf, zbiega stabo do 0 dla kazdego generatora s. Korzysta-
jac z lematu Mazura mozemy poprawic zbiezno$é do normowe;. O

Wniosek 37. [y nie jest sredniowalna.

Dowdd. Zalézmy przeciwnie i niech m bedzie Srednia niezmiennicza. Wezmy zbiér A cFy =
(a,b) tych stéw zredukowanych, ktore zaczynaja sie od nietrywialnej potegi a. Wowczas

AuUaA =F,,

1
wiec m(1y) = 3 Ale zbiory A,bA,b2%A,... sa rozlaczne, wiec korzystajac z niezmienniczosci,

1=m(Fs) = m(A) + m(bA) + m(b>A) = 3m(A) =

DN W

6 Wlasnosc A

Definicja 38 (Yu, 1998). Niech X przestrzer metryczna dyskretna. X ma wtasnosé A jesli dla
kazdego € > 01 R > 0 istnieje rodzina skoriczonych zbioréw {A,}ex, Ax € X xN, spetniajacych
nastepujace warunki:

#ALAAY)

. m <ejeslid(x,y)<R;

2. A, SB(x,S)xN, gdzie S >0 zalezy od € i R, ale nie od x.

Przyklad 39. Niech G - grupa Sredniowalna. Wowczas G ma wlasno$¢ A. Istotnie, majac
dany lewo-stronny zbiér Fglnera F' dla danego ¢ > 0 zdefiniujmy A, = Fg x {1} = G xN.
Woéweczas rodzina {A,} spelnia warunki definicji wlasnosci A.

Przyklad 40. Drzewo T ma wlasno$é A. Ustalmy jeden wierzchotek oraz nieskonczony geo-
dezyjny promien y w 7. Dla kazdego wierzchotka x w T istnieje dokladnie jeden promien

geodezyjny y,, majacy nieskonczone przeciecie z y. Dla € = o n €N, zdefiniuyjmy A, jako
n

segment geodezyjny o poczatku w x i dlugosci n, zawarty w y,. Ta rodzina zbioréow {A,}
spelnia warunki wtasnosci A dla danego € > 0.
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Rysunek 6: Ustalony promien geodezyjny w drzewie

Wiasno$é A jest niezmiennikiem w geometrii duzej skali.

Twierdzenie 41 (Yu, 1998). Niech X i Y beda dyskretnymi przestrzeniami o ograniczonej
geometrii. Jesli X is Y sa zgrubnie rownowazne oraz X ma wlasnosé A to Y réowniez ma
wtasnosé A.

Twierdzenie 42 (Higson-Roe, 2003). Niech X przestrzeni metryczna o ograniczonej geome-
trii. Jesli asdim X < oo to X ma witasnosé A.

Dowdd. Majac dane pokrycie z definicji skonczonego wymiaru asymptotycznego bierzemy
stowarzyszony z nim rozkltad jedynki. Wlasnosé A otrzymuje sie poprzez zamiane zmiennych
w rozkladzie. O

Wniosek 43. Grupy hiperboliczne maja wtasnosé A.

Jest jeszcze jedna naturalna klasa grup ktore spelniaja wlasno$é A, a mianowicie grupy
liniowe.

Twierdzenie 44 (Guentner, Higson, Weinberger 2003). Niech K bedzie ciatem a G bedzie
dowolna, przeliczalna podgrupa, GL,(K). Wowczas G ma witasnosé A.
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Rysunek 7: Zbiory A,

Oczywiscie chcielibySmy poznaé réwniez przykiady grup, ktére nie maja wlasnosci A,
takie przyklady sa jednak niestychanie trudne do skonstruowania. Obecnie istnieje jedna
taka konstrukcja: losowe grupy zawierajace ekspandery w swoich grafach Cayley’a. Zostaly
skonstruowane przez Gromova i czesto nazywane sa potworami Gromova.

Mozemy jednak skonstruowac przykilady przestrzeni metrycznych, ktore nie maja wia-
snosci A. Zaprezentujemy dwie takie konstrukcje.

Grupa jest rezydualnie skonczona jesli posiada ona rodzine podgrup normalnych skon-
czonego indeksu N;, taka, ze (; N; = {e}. Bez straty ogélno$ci mozemy zatozy¢, ze N;;1 < N;.
Dla kazdej podgrupy N; iloraz G/N; jest skonczona grupa generowana przez obraz zbio-
ru generatorow G przy przeksztalceniu ilorazowym, a wiec jest tez skonczona przestrzenia
metrycznag.

Majac ciag skonczonych przestrzeni metrycznych X; ich sume roztacznag X = [[; X; mo-
zemy traktowac jako przestrzen metryczna, definiujac odleglosé tak aby na kazdym X; po-
zostala ona bez zmian a d(X;,X;) = exp(max(diam X;,diam X ;)).

Twierdzenie 45 (Roe, 2001). Niech G grupa rezydualnie skotriczona. Nastepujace warunki
sa rownowazne:

1. suma roztaczna [[G/N; ma witasnosé A;
2. @G jest $redniowalna.

Dowoéd opiera sie na nastepujacej geometrycznej wlasnosci ciagu G;: dla kazdego R > 0
istnieje indeks i taki, ze epimorfizm ilorazowy G — G; obciety do kuli Bg(e,R) jest izometrig
na kule Bg,(e,R).

Przykladem grupy rezydualnie skonczonej jest grupa wolna.
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Whniosek 46. Istnieje rodzina podgrup normalnych N; skoriczonego indeksu grupy wolnej Fo
o trywialnym przecieciu, taka, ze X = [[Fo/N; nie ma wtasnosci A.

Powyzsze przyklady maja ograniczona geometrie.

Druga klasa przykladow wykorzystuje wysoko-wymiarowe produkty kartezjanskie. Ma-
jac dana grupe skonczona G o zbiorze generatorow S poprzez G" rozumiemy produkt kart-
zejanski n kopii G, generowany przez zbior S x {e} x---x {e}U {e} xS x {e} x---x {e}U---U {e} x
~ox {e}x S.

Twierdzenie 47 (Nowak, 2007). Niech G skoriczona grupa o przynajmniej dwéch elemen-
tach. Wowczas suma roztaczna 1, G" nie ma wtasnosci A.

W przypadku gdy G = Zy powyzszy przyklad to suma kostek dyskretnych coraz wiek-
szych wymiaréw, z tzw. metryka Hamminga. Ta rodzina kostek jest niezaleznie uzyteczna w
geometrii metrycznej przestrzeni Banacha.

7 Zgrubne zanurzenia w przestrzenie Banacha

Istotnym pytaniem jest, ktore przestrzenie metryczne i grupy mozemy zanurzy¢ zgrubnie w
przestrzen Hilberta. Powodem jest nastepujace

Twierdzenie 48 (Yu, 1998). Niech G skoriczenie generowana grupa. Jesli G zanurza sie
zgrubnie w przestrzen Hilberta to hipoteza Novikova jest prawdziwa dla wszystkich rozma-
itosci zamknietych M takich, ze n1(M) =G.

Hipoteza Novikova to jeden z wiekszych otwartych probleméw w topologii rozmaitosci.
Moéwi ona o tym ze wyzsze sygnatury sa niezmiennikami typu homotopijnego rozmaitosSci.
Wyzsze sygnatury to liczby przypisane rozmaitosci, otrzymane poprzez ewaluacje pewnych
wyrazen w klasach charakterystycznych rozmaitosci, na klasie orientacji.

Twierdzenie 49. Niech X przestrzeri metryczna o ograniczonej geometrii. Jesli X ma wita-
snosé A to X zanurza sie zgrubnie w przestrzern Hilberta.

Dowéd. Majac dany ciag rodzin zbioréw A”, dla ¢ spetaniajacych ¥ &2 < oo konstruujemy

X

14
&= A e po(X xN).
JEA,

X

Nastepnie definiujemy przeksztalcenie F' : X — @ £o(X x N) wzorem
F(x)= @fx - gp,

gdzie p jest ustalonym punktem. Tak zdefiniowane F jest zanurzeniem zgrubnym X w H =
(X xN). O

Wniosek 50. Jesli X ma skoriczony wymiar asymptotyczny to X zanurza sie zgrubnie w
przestrzen Hilberta.
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Zatem otrzymujemy liste grup dla ktorych hipoteza Novikova jest wnioskiem z geome-
trycznych wtasnosci grupy:

$redniowalne,

hiperboliczne,
* liniowe
* mapping class grupy

Istotnym pytaniem bylo czy zgrubna zanurzalnos¢ w przestrzen Hilberta jest rownowaz-
na wlasnosci A.

Twierdzenie 51 (Nowak). Niech X = [[G" bedzie przestrzenia, z twierdzenia 47. Wowczas
X nie ma wtasnosci A ale zanurza sie zgrubnie z przestrzeri Hilberta.

W przypadku zanurzen w przestrzenie Hilberta réwniez nie istnieje wiele przykladéw
przestrzeni, ktére nie zanurzaja sie w nig zgrubnie. Pierwszy taki przyklad zostal znalezio-
ny przez Gonga, Dranishnikova, Lafforgue’a i Yu, wykorzystujac pewna konstrukcje Enflo.
Na podstawie ich przykladu Gromov zaobserwowal, ze waznym przykladem sa ekspandery,
omoéwione bardziej szczegélowe w nastepnej sekcji.

Twierdzenie 52 (Gromov). Ciag ekspanderéw nie zanurza sie zgrubnie w przestrzeri Hil-
berta.

Interesujace sa réwniez zanurzenia w inne przestrzenie Banacha, np. przestrzenie /7,
lub, ogdlniej, jednostajnie wypukle przestrzenie Banacha. Dla niektérych przestrzeni Bana-
cha zanurzenie zgrubne zawsze istnieje.

Przyklad 53. Kazda dyskretna przestrzen metryczna zanurza sie w przestrzen ¢, (tzw.
zanurzenie Kuratowskiego).

Twierdzenie 54 (Aharoni, 1974). Dowolna osrodkowa przestrzerni metryczna zanurza sie
bi-Lipschitzowsko w cq (a wiec réwniez zgrubnie).

Twierdzenie 55 (Brown-Guentner, 2003). Dowolna przestrzeri metryczna o ograniczonej

geometrii zanurza sie zgrubnie w pewna refleksywna przestrzeri Banacha, np. w (@ p=23,.¢ ) @

Zadna z powyzszych przestrzeni nie jest jednostajnie wypukla. Przestrzenn Banacha E
jest jednostajnie wypukla, jesli dla kazdego € > 0 istnieje 6 = 6(¢) > 0 taka, ze |x —y| = ¢
implikuje

x+y
1=
Przykladami jednostajnie wypuklych przestrzeni Banacha sa L,(u) dla dowolnej miary i
1 < p < oco. Przestrzenie cg, £1 i {~ nie sa jednostajnie wypukte, co jest widoczne nawet w
dwéch wymiarach.

H <1-6.

16



Przyklad 56. Plaszczyzna R? z norma ¢; (miejska) nie jest jednostajnie wypukla, ale posia-
da ré6wnowazna norme jednostajnie wypukla, norme euklidesowa.

Zatem jednostajna wypuklo$é przestrzeni Banacha jest wlasnos$cia izometryczna a nie
izomorficzna. Przestrzen Banacha, ktéra posiada ré6wnowazna norme jednostajnie wypukla
nazywa sie superrefleksywna.

Ze wszystkich przestrzeni /,, w przestrzen Hilberta najtrudniej jest zanurzy¢ zgrubnie.

Twierdzenie 57 (Nowak, 2005). Niech X przestrzeni metryczna, ktéra zanurza sie zgrubnie
w przestrzen Hilberta. Wowczas X zanurza sie zgrubnie w przestrzen ¢, dla kazdego 1<p <
0.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystuje sie przeksztalcenie Mazura, pomiedzy sfe-
rami jednostkowymi przestrzeni L ,. Przkesztalcenie to definiujemy jako M, , : S(L,(u)) —
S(L g (),

M, o f(x) = |f ()] sign(f(x)).

Ma ono ta wlasnos¢, ze M, 4 jest, dla dowolnych 1 < p,q < oo, jednostajnie ciaglym home-
omorfizem sfer L, i L, o jednostajnie ciaglej odwrotnosci. (Zauwazmy, ze Ml;,lq =My p).

Ciekawa wlasnos$cia zanurzen zgrubnych jest réwniez to, ze wyznaczone sa one na skon-
czonych podzbiorach.

Twierdzenie 58 (Ostrovski). Przestrzer metryczna X zanurza sie zgrubnie w przestrzer Ba-
nacha E wtedy i tylko wtedy gdy istnieja funkcje p—,p+ :[0,00) — [0,00) takie, ze dla kazdego
skoriczonego podzbioru F < X istnieje przeksztalcenie ¢ : F — X takie, ze

p-(d(x,y) < llgprx) — pr(YI < p+(d(x, y)).

8 Ekspandery

Ekspandery to skonczone grafy o bardzo ciekawych wlasnosciach. Sa obecnie bardzo in-
tensywnie badane ze wzgledu na swoje zastosowania w réznych dziedzinach matematyki i
informatyki.

Dla grafu I' = (V,E) stopien wiercholka to ilos¢ krawedzi posiadajacych jeden koniec w
tym wierzchotku. Dla podzbioru A € V definiujemy brzeg “krawedziowy" jako zbiér tych
krawedzi e € E, dla ktérych jeden koniec lezy w A a drugi w V \ A. Wéwczas 0,A =0,V \ A.

Definicja 59. Niech I' = (V,E) skoriczony graf. Stata, izoperymetryczna Cheegera h(I') defi-
niujemy wzorem
#0,A

A(I') = min { max(A,V\A)

: AQV}.

Stala ta mierzy rozmiary brzegu zbioré6w wierchotkéw. Definicja ekspanderéw wykorzy-
stuje ta stala.
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Definicja 60. Niech {I',, =(V,,E,)} bedzie ciagiem skoriczonych grafow o wspdélnie ograni-
czonych stopniach wierzchotkow. {I',} jest ciagiem ekspanderow jesli

1. #V, — oo,
2. infh(T',) > 0.

Zatem ekspandery to grafy o wspélnie ograniczonych stopniach wierzchotkéw, w ktorych
zbiory maja relatywnie duze brzegi. Innymi slowy, taki graf ma duzo drég pomiedzy wier-
chotkami. Tego typu grafy maja zastosowania w informatyce i w przemysle.

Teraz majac dany graf I" jak powyzej wybierzmy dowolna orientacje krawedzi. Definiu-
jemy dyskretny gradient V: £9(V) — ¢9(E) wzorem

Vix,y)=f(y) - fx),

jesli (x,y) jest zorientowana krawedzia o poczatku x i koncu y. Dyskretny Laplasjan A :
lo(V) — £9(V) jest wowczas zdefiniowany wzorem

A=V*V.

Operator A jest dodatnim, samosprzezonym operatorem na przestrzeni skonczenie wymiaro-
wej 2(V). 0 jest w jego spektrum przy zalozeniu ze graf I jest sp6jny. Przez 11(I') oznaczamy
najmniejsza dodatnig wartos¢ wlasna A.
Twierdzenie 61 (Dodziuk, Alon, Tanner, ...). Niech I' graf skotriczony o stopniach wierz-
chotkow ograniczonych przez k. Wowczas
h(T')?
2k

Stad otrzymujemy analityczna charakteryzacje ekspanderéw.

< A1(I) = 2h(I).

Wniosek 62. {I',,} jest ciagiem ekspanderéw wtedy i tylko wtedy gdy #V,, — oo oraz
infA1(I',)>0.

Przyklady ekspanderéw nie sa tatwe do skonstruowania. Konstrukcje Margulisa omowi-
my w nastepnej sekcji.
Twierdzenie 63. Niech {I',} bedzie ciagiem ekspanderéw. Wowczas X = [[I';, nie zanurza

sie zgrubnie w przestrzeri Hilberta.

Wykorzystujac pewne techniki interpolacyjne mozna réwniez pokazac, ze ekspandery nie
zanurzaja sie zgrubnie w przestrzenie L, dla 1 < p <oo.

Waznym problemem w geometrii metrycznej jest pytanie o zanurzalnosc ekspanderow w
jednostajnie wypukle przestrzenie Banacha.

Twierdzenie 64 (V. Lafforgue 2007; Mendel-Naor 2011). Istnieja ekspandery, ktére nie za-
nurzaja, sie zgrubnie w zadna jednostajnie wypukta przestrzeri Banacha.

Nadal nie wiadomo czy istnieja ekspandery, ktore zanurzaja sie zgrubnie w pewna jed-
nostajnie wypukla przestrzen Banacha.
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9 Wlasnosé (T)

Wiasno$é (T) zostala wprowadzona przez Kazhdana w latach 60tych. Operator ograniczony
U na przestrzeni Hilberta jest unitarny jesli U*U = I. Operatory unitarne sa izometriami
liniowymi przestrzeni Hilberta: zachowuja iloczyn skalarny.

Definicja 65. Grupa G generowana przez skoriczony zbiér S ma witasnosé (T) jesli dla kazdej
reprezentacji unitarnej, ktéra nie ma wektorow niezmienniczych istnieje 6 > 0 taka, ze

supllv —mgvll = vl
seS

Przyklad 66. Grupy skonczone maja (T).

Wtasnosé (T) jest bardzo silna wlasno$cia grupy i relatywnie niewiele grup ja posiada.
Glownymi przykladami sa kraty w grupach Liego wyzszej rangi, a w szczegé6lnosci grupy
SL,(Z) dla n = 3 (Kazhdan).

Wiasno$é (T) ma wiele zastosowan, w szczegélnosci ekspandery. Niezaleznie Margulis
i Sullivan rozwiazali przy jej pomocy problem Ruziewicza o jednozanczno$ci Sredniej nie-
zmienniczej na sferze w R”, niezmienniczej ze wzgledu na obroty.

Przyklad 67. Grupa Z, a ogdlniej, grupy Sredniowalne, nie maja wtasnosci (T). Istotnie,
1
reprezentacja regularna A grupy G na ¢9(G) ma ciag wektoréow v, = ﬁ’ gdzie F,, jest
n

zbiorem Fglnera dla € = 1/n, spelniajacych
”Un - Asvn ” - Oa

dla s € S. Z drugiej strony, A nie posiada niezerowych wektoréw niezmienniczych. (Repre-
zentacja regularna G na ¢(G) jest dana przez lewe przesuniecia: (A, )(g) = f(h~1g)).

Lemat 68. Niech H bedzie podgrupa, skoriczonego indeksu w G. Wowczas G ma wiasnos$é
(T) wtedy i tylko wtedy gdy H ma wtasnosé (T).

Stwierdzenie 69. Niech G grupa z wtasnoscia (T) a @ niech bedzie ilorazem G. Wowczas @
ma wtasnosé (T).

Dowdd. Niech r reprezentacja unitarna @ na przestrzeni Hilberta H, nie posiadajaca nieze-
rowych wektoréw niezmienniczych. W naturalny sposob 7 zadaje tez reprezentacje unitarna
grupy G, réwniez nie posiadajaca wektorow niezmienniczych. Zatem istnieje § > 0 taka, ze

supllv—msv| = 6|vll,
seS

dla kazdego generatora s grupy GG. Zatem to samo mozemy wywnioskowac dla generatoréw
grupy @, bedacych obrazem generatoréw G przy przeksztalceniu ilorazowym. O

Wniosek 70. Grupa, ktora rzutuje sie na nieskoriczona grupe sredniowalna, nie moze mieé
wtasnosci (T). W szczegolnosci, grupa wolna [, nie ma wtasnosci (T).
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Wykorzystujac powyzszy fakt, Margulis udowodnil nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 71 (Margulis). Niech G - rezydualnie skoriczona grupa z wtasnoscia, (T) Ka-
zhdana. Wowczas rodzina grafow Cayley skoriczonych ilorazéw G;, gdzie N; ciag podgrup
skoriczonego indeksu w G o trywialnym przecieciu, stanowi rodzine ekspanderow.

W szczegélnosci, korzystajac z wlasnos$ci (T) dla SL3(Z), rodzina graféw Cayley’a
SL3(Zpk )7

stanowi rodzine ekspanderoéw.
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